Wyktad XI
UKEADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH

1. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych
Uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu o dwu funkcjach
niewiadomych nazywamy uktad:
@ (t,x,,y,x,y")=0
((6,3.2% ) (11.1)
(OR (t,x,,y,x',y') =0

gdzie t jest zmienna niezalezng. Catkg uktadu (11.1) nazywamy taki uktad dwu funkcji:

x:x(t), y:y(t) (11.2)
Okreslonych, ciagtych i r6zniczkowalnych w pewnym zbiorze, ktére wstawione do uktadu
(11.1) zamieniaja rOwnania uktadu (11.1) na tozsamosci.
Uktad (11.1) daje si¢ niekiedy rozwigza¢ wzgledem pochodnych x’ i y’: przybiera on wtedy

nastepujgca prostsza posta¢, zwang normalng postacig Cauchy’ego.

dy _
” £ (t.xy) (11.3)

% = f(6xy),
Podamy dwie geometryczne interpretacje rozwigzania (11.2). Mianowicie mozna je traktowac
jako linie w przestrzeni Otxy, bedaca krawedzig przecigcia si¢ dwu walcow (zwanych walcami
rzutujacymi); jednego o tworzacych rownolegtuch do osi Oy i1 kierowincy o rGwnaniu x=x(t),
lezacej na plaszczyznie Otx i drugiego o tworzacych rownolegtych do osi Ox i kierownicy

y=y(t) lezacej w ptaszczyznie Oty (rys. 11.1).



Rys. 11.1 Linia w przestrzeni Otxy

Mozna tez uwazac t za parametr linii ptaskiej, lezacej w ptaszczyznie Oxy, zadanej uktadm

roOwnan parametrycznych (11.2). Wtedy plaszczyzne Oxy nazywamy ptaszczyzng fazowg (rys.
11.2)
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Rys. 11.2 Rozwigzanie na plaszczyznie fazowe;j
Oczywiscie linia w ptaszczyznie fazowej jest rzutem rownolegtym do osi Ot linii
przestrzennej, opisanej w pierwszej interpretacji.
Jedna z metod rozwigzywania uktadu (11.1) lub (11.3) polega na sprowadzeniu go do
rOwnania rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu o jednej funkcji niewiadome;j
(warunkami rownowaznosci uktadu (11.3) i rownania drugiego rzgdu nie bedziemy si¢
zajmowac). W tym celu r6zniczkujemy jedno z réwnan uktadu (11.3) np. drugie, wzgledem
zmiennej t. Prowadzi to do rownania

d? .
dtzy:w(t,x,y,x,y) (11.4)

Rugujemy z réwnan (11.4) i (11.1) tj. z trzech, funkcje niewiadomag x(t) i x’(t). Otrzymujemy

rOwnanie r6zniczkowe zwyczajne drugiego rzedu o niewiadomej y(t).

CD(t,y,y'y")ZO (11.5)
Ktoérego catka ogdlna

#(t,5.C,.,C,) =0 (11.6)

Zalezy od dwu statych dowolnych.
Jezeli te funkcje mozna rozwikla¢ wzgledem y, to catka rownania (11.5) da si¢ zapisa¢ w

postaci jawnej



y=y(1.C.C,) (11.7)
Z uktadu réwnan (11.1) 1 (11.3) mozna nastepnie wyrugowac¢ pochodng x’ doprowadzajac do

zwigzku
Q(t,x,C.C,)=0 (11.8)

Co pozwala z kolei dzigki (11.7) napisa¢ zwigzek

w(t,x,C,C,) (11.9)
Bedacy catkg rozpatrywanego uktadu. Rozwijajac (11.9) wzgledem x, otrzymamy

x=x(1,C,GC,) (11.10)
Catka ogdlna uktadu rownan (11.1), zapisujaca si¢ uktadem funkcji (11.7) 1 (11.10) zalezy od
dwu parametréw statych (statlych dowolnych) C, i C, . Na ogdt wystarczy postawi¢ dwa

warunki, ktére ma spetnia¢ catka szczegdlna uktadu rownan (11.1), by catka byta

jednoznacznie wyznaczona. Te dwa warunki moga np. przedstawiac si¢ tak:

x(t) =%, ¥(t) =¥ (11.11)
Geometrycznie znaczy to, ze linia catkowa ma przechodzi¢ przez zadany punkt P, o
wspétrzednych 1, x,, y, (rys. 11.1). Sprawe jednoznacznosci rozwiazania uktadu rownan

(11.3) przy warunku (11.11) rozstrzyga nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Jezeli dwie funkcje f,i f, w rownaniach (11.3) sq w otoczeniu punktu F, = (to,xo, yo)
ograniczone wraz ze swoimi pochodnymi pierwszego rzedu, to w pewnym otoczeniu punktu F,

istniej doktadnie jedna linia catkowa uktadu rownan (11.3) przechodzqca przez F,.

Przyktad obliczeniowy
Zadanie 1

Znalez¢ catke uktadu rownan rézniczkowych:

dx dy
—=t+x+y, —=x- 11.12
o Xty =Ty ( )

Przechodzaca przez poczatek uktadu (0, 0, 0) .

Rozwigzanie

Roézniczkujac drugie z rownan (11.12) i korzystajac z pierwszego, otrzymujemy:

y'Ex'=y'=t+x+y-y'

A po ponownym uwzglednieniu rGwnania drugiego, otrzymujemy



y'=2y=t (11.13)

Catka og6lng réwnania (11.13) jest
y=Ae™ + AT —%t

Wobec czego dzigki réwnaniu drugiemu z rownan (11.12)

x=y'ty= A(l—\/i)e_ﬁ’ +B(1+\/§)eﬁ’ —%t—

N |-

Warunki poczatkowe daja uktad rownan
(1-v2)a+(1+v2)B -1
2
A+B=0
skad

A:—ﬁ, B:Q
8 8

Wobec czego szukanym rozwigzaniem uktadu rownan (11.12) jest

X :lcosh\/§t+£sinh\/§t—lt—l
2 4 2 2

y =£sinh\/§t—lt
4 2

11.2. Uktad liniowych réwnan rézniczkowych.

Gdy liczba rownan i funkcji niewiadomych jest mata, to mozna szukane funkcje oznaczac
x(t) , y(t), z(t) . Gdy jest ich wigcej (w szczegblnosci gdy rozpatruje si¢ zagadnienie
ogdlne) wygodnie jest oznacza¢ niewiadome jedng literg z indeksami, np.

X, (t) > Xy (t) yenrees , X, (t) .

Uktadem liniowych réwnan r6zniczkowych zwyczajnych nazywamy uktad o postaci



%:all(;‘)x] +a12(t)x2+ ............... +aq (t)xn+f1(l‘)
..................................................................................... (11.14)
dx

dtn — nl(t)x1+an2(t)x2+ ............... +an(t)xn+fn(t)

Gdy przynajmniej jedna z funkcji f; (t) (i =1,2,..., n) nie jest tozsamosciowo réwna zeru,
to uktad (11.14) nazywamy uktadem niejednorodnym, w przeciwnym wypadku uktadem
jednorodnym. Wspoétczynniki a, (i, k=1,2,.., n) zalezg na og6t od zmiennej niezaleznej t.
Gdy wszystkie a, sg stale, uktad nazywamy uktadem o statych wspotczynnikach.

Na ogo6t uktad (11.14) rozwigzujemy w sposdb analogiczny jak réwnanie rézniczkowe
liniowe:
Najpierw szukamy catki ogolnej uktadu rownan (11.14) w ktorym na miejscu funkcji

f (t) (i =12,.., n) ktadziemy zera,, a nastepnie znang juz metodg uzmienniania statych

poszukujemy rozwiqzania uktadu (11.14).
Przyktad obliczeniowy
Tres¢ zadania

Rozwigza¢ uktad rownan rézniczkowych

%w, %=—x+$ (11.15)
Rozwigzanie
Uktad jednorodny:
%_ , %:_x (11.16)
Ma rozwigzanie ogélne
x=C cost+C,sint, y=C,cost—C,sint (11.17)

Uzmienniajac state C, i C, tj. uwazajac je za nieznane funkcje zmiennej t 1 wstawiajac
(11.16) do (11.15) otrzymujemy
C =-1gt, C,=1

Stad
C :1n|cost|+A, C,=t+B

A zatem



x:Acost+Bsint+costln|cost|+tsint

(11.18)
y=Bcost - Asint—sintln(cost) +tcost
Niech bedzie dany uktad jednorodnych réwnan rézniczkowych
P oS (1), (i=1.20..n) (11.19)
dt ‘=
O wspolczynnikach a, (i, k=12,...., n) bedacych ciggtymi funkcjami zmienne;j
niezaleznej t. Jezeli uktady
[0 (). ()]
.......................................... (11.20)

[ (1), (1)

Sa jego rozwigzaniami od siebie liniowo niezaleznymi w pewnym przedziale, tzn.. takimi, ze

A (1) 2 (1) e n (1)
...................................... 0 (11.21)

xl(") (t),xgn) (t),....,x,(,") (t)
W kazdym punkcie tego przedziatu, to catka ogélna uktadu (11.19) jest kombinacjg liniowa
rozwigzan (11.20) tzn. jest dana wzorami
X = Clxl(l) (r)+ szl(z) (1)+...+C xl(") ()= z Ckxl(k)

.............................................................................. (11.22)

Niezalezne od siebie rozwigzania (11.20) nazywamy ukladem podstawowym rozwigzan
uktadu réwnan (11.19).
11.3 Uktad liniowych réwnan rézniczkowych o statych wspétczynnikach.

Niech uktad réwnan liniowych jednorodnych
—t=>a,()x, (i,k=12,....n) (11.23)

Bedzie uktadem ostatych wspoétczynnikach.

Poszukajmy rozwigzania tego uktadu w postaci



x =ae" (i=12,...,n) (11.24)
Witawiajac rozwigzanie (11.24) do (11.23) otrzymamy uktad rownan liniowych
jednorodnych
(a, =A)a +aya, +....... +a,a,=0
aya, +(ay =A)a, +....... +a,a =0 (11.25)
a,a ta,a,+.... +(a,, —A)a, =

O rozwiazaniu niezerowym wtedy i tylko wtedy gdy wyznacznik charakterystyczny tego

uktadu

" (11.26)

jest rowny zeru.
Wyznacznik (11.26) jest wielomianem charakterystycznym macierzy [aik] , Za$ samo

rOwnanie, wynikla z przyrOwnania tego wyznacznika do zera, jest rOwnaniem sekularnym
macierzy utworzonej ze wspotczynnikow uktadu rownan (11.24).

Pierwiastki réwnania sekularnego

det[a, —=A5,]=0 (11.27)
Niekoniecznie r6zne, rzeczywiste lub zespolone nazywajg si¢ wartosciami
charakterystycznymi macierzy [aik] .
Zat6zmy, ze wszystkie wartosci charakterystyczne macierzy [a,.k] , $3 rézne 1 oznaczymy je
przez A, (k =1, 2,....,n).
Jezeli do uktadu réwnan (11.25) za A podstawimy ktérakolwiek z warto$ci
charakterystycznych np. A, gdzie k jest jedna z liczb 1,2,....,n, to otrzymamy uktad réwnan

liniowo od siebie zaleznych. Wtedy jedno z réwnan uktadu

(6111 _/])01 +a12612 o +a1nan =0
a a +(6122 _/1)“2 T +a2nan =0 (11 28)
a,a +an2a2 +...... +(ann _A)an =0

Bedzie kombinacja liniowa rownan pozostatych.



Niech np. rownanie ostatnie b¢dzie kombinacjg liniowa réwnan pozostatych. Macierz

wspotczynnikéw uktadu pozostatych n-1 réwnan

(11.29)

(k)

Jet oczywiScie rzedu n-1. Oznaczajac przez W'’ podwyznacznik macierzy powstalej z

macierzy (11.29) przez skreslenie i-tej kolumny (co najmniej jeden z nich jest rézny od zera),
otrzymamy rozwigzanie uktadu rownan (11.19) z doktadnoscia do statej dowolnej C, , w
postaci:
ad=cw® M =cwl, . oY=cw® (11.30)
Wobec czego rozwigzanie (11.24) przybierze postac
W =cwher (ik=1,2,...,n) (11.31)
Zas$ catka ogdlna uktadu réwnan (11.23) — postac
X, = Z cwiHeh (11.32)
k=1

Jezeli wartosci charakterystyczne macierzy [aik] nie wszystkie sg pojedyncze, np. A, jest
k, — krotng wartoScia, to wsrod poszukiwanych rozwigzan uktadu réwnan (11.23) znajda si¢
rozwigzania o postaci:

Ae", Ate™ ... , Akotko Tl

Teorig takich przypadkéw zajmowac si¢ nie bedziemy. Podamy jednak przyktady i

rozwigzemy je.

Przyktad obliczeniowy
Tres$¢ zadania
Rozwigza¢ uktad rownan r6zniczkowych

_ d—}t]—z—x, Loy (11.33)

Rozwiazanie 1
Sprowadzenie uktadu rownan rézniczkowych do rownania trzeciego rzedu. Zrézniczkujmy

uktad (11.33). Otrzymamy



x"=y'=z', y'"=z'-x, z"=x'-y (11.34)

Zr6zniczkujmy jeszcze raz rOwnanie (11.34)3

z"=x"-y" (11.35)
I wstawmy do (11.35) prawe strony rownan (11.34); 1 (11.34)2, a nastgpnie (11.33);1 (11.33)s.
Otrzymamy
z" =(y'—z')—(z'—x') =-2z+x+ty'= —2z'+(y—z)+(z—x) =
= —22'—(x—y) =-2z'-z'=-3z'
a wigc

z"+3z'=0 (11.36)
Pierwiastkami réwnania charakterystycznego
A3+3A=A(A+jﬁ)(a—jﬁ)=o (11.37)
Sa
A=0, A=-jB A=j3
Wobec czego catkami podstawowymi rdwnania (11.36) sa
1, cos \/gt, sin \/gt

Zas$ catka ogdlna jest

z=C, +C, cos~/3t + C, sin~/31 (11.38)
Pozostate funkcje znajdziemy poszukujac zaleznoSci
X :f(z,z',z")
Mianowicie taczac (11.33)1 1 (11.33)3 otrzymamy
z'+z=—x"tx (11.39)
Oraz taczac (11.34)31 (11.33)
z'+z=x"+tx (11.40)
Z réwnan (11.39) 1 (11.40) dostajemy
x=%(z"+z'+22) (11.41)
a w konsekwencji
- +
xzcl—%mcosﬁr—%smﬁz (11.42)

Zaleznosé



y = f(Z,Z',Z")
znajdziemy korzystajac z rownan (11.33)31 (11.41). Bedzie wtedy:
y=x—-z' =l(z"—z'+22)
2
A w konsekwencji

:CI _Q+T\/§C3005\/§t+%5in\/§t (1143)

Rozwigzanie 2 —wykorzystanie calek pierwszych
Zapiszmy uktad rownan (11.33) w postaci stosunkoéw

dc _dy _ do

= = =dt (11.44)
y—z z—XxX X-—Yy

Dodajac w réwnosci (11.44) liczniki i mianowniki otrzymamy

g = dx+dy+dz
0
A stad
dx+dy+dz=0
i w konsekwencji catka pierwsza
x+y+z=C, (11.45)

Pomn6zmy teraz w réwnosci (11.44) liczniki i mianowniki przez x, y,z i dodajmy je do

siebie. Otrzymamy

_ xdx+ ydy + zdz
0

dt

A stad

xdx+ ydy+ zdz =0
I w konsekwencji catka pierwsza

¥ +y +z2°=C, (11.46)

Uktad catek pierwotnych (11.45) 1 (11.46) daje rozwigzanie . Wida¢, ze catki rOwnania
(11.33) tworzg pewng dwuparametrowa rodzing okregdéw.
Rozwiazanie 3
Uktad réwnan rézniczkowych (11.33) za uktad rownan liniowych jednorodnych o statych
wspoélczynnikach.

Rozwigzania poszukujemy w postaci:



x=ae", y=pe", z=ye" (11.47)
Po zrézniczkowaniu i wstawieniu do uktadu réwnan (11.33) otrzymamy uktad jednorodnych

rownan liniowych

Aa-pB +y =0
a —-AB-y =0

Ay (11.48)
—a+fB -Ay=0

O rozwiazaniach niezerowych wtedy i tylko wtedy, gdy

A -1 1
1A =1=A(A+j3)(A-43) =0
-1 1 A
A wiec
A=0, A=-j\3, A=j3 (11.49)

Z uktadu (11.48) mozna wyliczy¢, ze

_1+A
ak_ﬁyk_lukyk
‘ (k=1,2,3) (11.50)
po=hy, Ly
k 1+/]k k U, k
A stad
1
ylzlz_
Hy
y2=1—j£:i (11.51)
2
NI
=1+j—=—
H; J 2 L.

Wobec tego catki w postaci zespolonej przybiorg postac

x:;/1 +(1—j§};/ze_j\/§t +[1+‘j§j%eﬁ/§t

y:%+(1+j§]yz€_’@{1‘]'?}/36’@ (11.52)
X= Y+ e 4y e

Jezeliby przyjac



Cz_j\/g y:C3+j\/§

11.53
> g > (11.53)

=G, »=

To réwnosci (11.52) utozsamiajg si¢ z rownosciami (11.38), (11.42), (11.43) z rozwigzania 1.

11.4 Klasyfikacja liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego rzedu z
dwiema zmiennymi niezaleznymi.

Réwnanie liniowe drugiego rzgdu z dwiema zmiennymi niezaleznym ma postac

0°u 0’u 0°u ou ou

a +2a +a +b—+b,—+cu= 11.54
gdzie u (x, y) jest szukang funkcja dwu zmiennych, zas wspotczynniki q,,......,c 1funkcja f

sg funkcjami tych samych zmiennych w pewnym obszarze. Zazwyczaj zakladamy cigglos¢
tych funkcji, niekiedy ich rézniczkowalnos¢, a nawet przynalezno$¢ do klasy C, ; bywa, ze
zadamy od wspodtczynnikow nawet analitycznoSci.
Rozwigzanie rownania (11.54) jest zazwyczaj klasy C, .
Badania Leonarda Eulera wykazaly, Ze ta najogélniejsza posta¢ rOwnania liniowego moze by¢
uproszczona dzigki wprowadzeniu ma miejsce zmiennych x, y odpowiednio wigzgvyvh si¢ z
nimi nowych zmiennych i 77 . Wtedy w rownaniu (11.54) suma wyrazéw drugiego rzgdu:
au,, +2a,u, +anu, (11.55)

Przybiera wzgledem nowych zmiennych jedna z z czterech postaci, ktére nazywamy
postaciami kanonicznymi, a mianowicie:

Ugp> Ugg T Uy, Uge — Uy, s Uy, (11.56)
Przy czym dalsza cz¢$¢ rOwnania, zawierajaca wyrazy rzedu nie wyzszego nizZ pierwszy,
pozostaje nadal liniowa wzgledem funkeji u,, u,, u .

Azeby wykazac i jednocze$nie pokaza¢ metode sprowadzania rownania (11.54) do postaci

kanonicznej, wprowadzamy nowe zmienne &,/ zalezne od starych zmiennych x iy

&=¢(xy). n=n(xy) (11.57)

Funkcje wigzace stare zmienne z nowymi spetniajg warunki:

1. E=E(x,y) in :/7(x,y) sa klasy C,



2. Odpowiednio$¢ migdzy zmiennymi X i y i nowymi zmiennymi i 77 jest lokalnie
wzajemnie jednoznaczna (a wigc odwracalna). Jak wiadomo, na to wystarczy, by

ciggly jakobian przeksztatcenia (11.57) w kazdym punkcie obszaru byt r6zny od zera:

Jza(f,n)_fx <,
o(x.y) 7. n,

Przeksztatcenie (11.57) spetaniajace powyzsze dwa warunki nazywamy przeksztatceniem

Z0 (11.58)

nieosobliwym. Poszukiwana fumkcja u moze by¢ teraz w zaleznosci od zmiennych x iy

zapisana za posrednictwem zmiennych i 7 jak nastgpuje:

ul &(x,y).n(xy)] (11.59)
Zajmiemy si¢ obecnie przedstawieniem pochodnych niewiadomej funkcji u, wystepujacych w
réwnaniu (11.54), w zalezno$ci od pochodnych tej funkcji wzgledem zmiennych &,77 :
ux =u 4‘Tx +u ,7x’
e (11.60)
u, —Ug "(y + uf7,7y

Oraz
Uy = utgeST + 2y EN,H U]+ Ul F gl
Uy = ufffxgy + Ug (fxﬂy + <tyn)f) + uﬂﬁ”)ﬂy + uffxy + uf7,7x,v (1 1'61)
Uy, = Uge {2 + 2u5,75yl7 y + I/LWI] 5 + Us g(yy + uflnyy

Wstawmy obecnie pochodne nowych zmiennych (11.60) i (11.61) do réwnania (11.54) na

miejsce odpowiednich funkcji. Otrzymamy wtedy, po uporzadkowaniu, rOwnanie

rozniczkowe czastkowe drugiego rz¢du liniowe z niewiadomg funkcja nowych zmiennych
ailu&, + 2a1'2u{,7 + dzz%, + bl'u‘, + béu” +cu=f (11.62)
Gdzie nowe wspdtczynniki (odréznione od starych znakiem prim) wyrazajg si¢ za pomoca

starych wspoétczynnikdw jak nastgpuje:



a',=a,é + 20,8, + aZZE;
a'\, =a,& &, +2a, (&0, +E,) +ané . (11.63)

' —_ 2 2
a,, =af, +2a12,7x,7y ta,ll,

b = a,E + 20,6, +ank, +hE +bE
1' a, a6, Tays,, TH Sy (11.64)
b2 =a’ll’7xx+2a12/7+a22/7yy+b1,7x+b2,7y
c'=c } (11.65)
f'=r .

Przy czym po prawej stronie réwnosci (11.63), (11.64), (11.65) przed ich podstawieniem w
réwnaniu (11.62) nalezy zmienne x ,y zastapi¢ odpowiednimi funkcjami zmiennych &, 7

tworzacymi uktad odwrotny wzgledem wprowadzonego uktadu (11.59) tj.:

x=x(&n), y=y(&n) (11.66)
Np. ¢'=c[x(&n).y(&n)] -

Mozna udowodni¢ dwa twierdzenia:
Twierdzenie 1
Nie istnieje niezalezny liniowo taki uktad funkcji (11.57), Ze

| +laa] +|aa] =0
chyba, ze wszystkie wspotczynniki w czesci drugiego rzedu (11.55) rownania (11.54) sq rowne
zeru; wtedy jednak rownanie (11.54) wbrew zatozeniu, nie jest rownaniem drugiego rzedu.
Twierdzenie to méwi wigc, ze rzad réwnania jest niezmiennikiem przeksztalcen
nieosobliwych.
Twierdzenie 2

Przy oznaczeniach
0=a,a, —(alz)z, 5'=a;la;2 —(a;2)2 (11.67)
Oraz przy oznaczeniu (11.68) pomiedzy wspotczynnikami rownania (11.54), (11.62) i
pochodnymi funkcji (11.57) zachodzi nastepujgcy zwigzek
0'=J%0 (11.68)

Wréémy teraz do przeksztatcen (11.57). Dobierzmy je tak, aby jak najwigcej wspdtczynnikdw

w czgsci drugiego rzedu rdwnania (11.62) poznikato. Zacznijmy od Zzadania, by



a, =0 (11.69)
Jest ono réwnowazne warunkowi, by funkcja & (x, y) spetniata réwnanie rézniczkowe
czastkowe pierwszego rzedu
a, &+ 2a,§ 8, + azzfj =0 (11.70)
Réwnanie to sprowadzimy do rdwnania rézniczkowego zwyczajnego sposobem nizej
opisanym.

Wiadomo, ze jezeli funkcja uwiktana
é(xy)=cC (11.71)
Daje si¢ rozwikta¢ wzglgdem zmiennej niezaleznej x ( a jest tak, gdy &, #0 ), to pochodna

funkcji y(x) bedacej jednoznaczng gatezig funkcji (11.71) wyraza si¢
y'(x):—i (11.72)

Dzielac réwnanie (11.70) przez fyz #0 otrzymamy
2
a,, S -2a, 7 +a, =0 (11.73)
< <
I korzystajac z pochodnej (11.72) otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne
au(y')2 —2a,y'ra, =0 (11.74)

Zwane réwnaniem charakterystycznym lub réwnaniem charakterystyk. Jest ono w tym sensie

rOwnowazne réwnaniu (11.70), ze jezeli rozwigzanie réwnania (11.74) zapiszemy w postaci

uwiktanej

¢(x.y)=C (11.75)
To rozwigzaniem réwnania (11.70) jest wtedy

E=p(xy) (11.76)

1 odwrotnie.

11.4.1 Kanoniczna postaé réwnan rézniczkowych liniowych drugiego rzedu.

Roéwnanie charakterystyczne (11.74) jest pierwszego rzgdu i drugiego stopnia. Mozna je
rozwigza¢ zauwazajac, ze ma ono postac tréjmianu kwadratowego z niewiadomg y' .
Otrzymalismy wigc przyjmujac oznaczenie wyroznika zgodnie z oznaczeniami (11.67), dwa

rOéwnania:



yi= a, x\-0

all

(11.77)

Zauwazymy, ze zachodzg tu trzy przypadki:
1. Przypadek gdy J<0.
Wtedy prawe strony réwnan (11.77) sa rzeczywiste i r6zne. Oznaczajac catki tych rownan w

postaci uwiktanej

¢ (xy)=C, ¢, (xy)=C, (11.78)
Otrzymamy dwa odwracalne rozwigzania rownania (11.70). Ze wzgledu na to, ze
wspétczynniki a,, i a,, r6znig si¢ od siebie wystepujacymi w nich funkcjami tj. w pierwszym
wystepuje ¢ , za$ w drugim 77 , wigc ktadac

E=¢(xy), n=¢,(xy) (11.79)
Otrzymujemy jednocze$nie a;, =0i a,, =0 . Mozna wykaza¢ rachunkiem (lub tez korzystajac
z twierdzenia 1 ) , ze przy przeksztatceniu (11.79) musi by¢ a, #0 .

W tym przypadku, po podzieleniu réwnania (11.62) przez a,, otrzymujemy posta¢
kanoniczng rdwnania:

uf,7+au5+bu,7+cu=f (11.80)
gdzie a,b,c,f — sg to wiadome funkcje zmiennych i/ .
Roéwnanie, ktore da si¢ nieosobliwg transformacjg rzeczywistg sprowadzi¢ do postaci (11.80),
nazywa si¢ rownaniem hiperbolicznym za$ obie jednoparametrowe rodziny linii (11.78) jego
rzeczywistymi charakterystykami.
2. Przypadek gdy 0>0.

Wtedy prawe strony réwnan (11.77) sg zespolone i rézne. Istnioeje twierdzenie, ktére mowi,
ze jezeli wspodtczynniki tych rownan q,,, a,,, i a,, sa analityczne, to obie calki tych rownan,
napisane w postaci uwiktanej

¢ (xy)=C. ¢4, (xy)=C, (11.81)
sg zespolone i ze soba sprz¢zone, tzn., ze

¢ (x.y)=a(x.y)+jB(xy)
¢, (x.y)=a(xy)-jB(x.y)

Postgpujac tak, jak w przypadku réwnania hiperbolicznego, tzn. ktadac nowe zmienne & i/

(11.82)

zgodnie z oznaczeniem (11.79) otrzymamy réwnanie o postaci rownania (11.80) z tym, ze



wspotczynniki a,b,c i funkcja f nie wszystkie sa rzeczywiste (dlatego nie uwazamy takiej
postaci za kanoniczng).

Pol6zmy nowe zmienne wyrazone zwigzkami:

b0,
2

=re¢ (x.y), f="-7*

$-9 —lm¢l(x y) (11.83)
2j

Wprowadzenie nowych zmiennych a,  pozwala wzorami analogicznymi do (11.63)
obliczy¢ wspéiczynniki rownania, ktére oznaczymy przez a,,, d,,, d,,
a,,=a,a; +2a,0,0, +a,0q,
a,=a,a.p. +a12(a'x,8y +ay,8x)+a22ay,8x (11.84)
n= an:gxz + 2a12:8x,8y + azzﬂ;
Wykazemy wtedy, ze
a,=a,#0, a,=0 (11.85)

Wiemy, ze ¢, =a + j[ i spelnia réwnanie (11.70), tzn., ze

a,[(a+p).] +2a,(a+B) (a+B), +an|(a+iB),] =0 (1186)
Wykonajmy r6zniczkowanie 1 dzialania algebraiczne, a nast¢pnie uporzgdkujmy powyzsze
rOwnanie
[a,a +2a,0,0, +a,0; |+
2j[a,a B, +a,(a.B,+a,B)+ana B, |+
+ @Bl +2a,B8.8, +anp; | =
(4, = a,)+2ja, =0
To, ze a,, # 0 wynika z niezmiennoSci rzedu réwnania rézniczkowego. Rozpatrywane
réwnanie rézniczkowe ma wiec posta¢ nastepujaca:
Uy Uy + g + Uy +bug +cu = f (11.87)
Dzielgc je teraz obustronnie przez a,, otrzymujemy posta¢ kanoniczng
Ugg TUgg tau, +bug+cu=f (11.88)
Gdzie a,b,c.f sg to pewne funkcje rzeczywiste zmiennych a i S .

Roéwnanie, ktore da si¢ nieosobliwg rzeczywistg transformacj¢ sprowadzi¢ do postaci (11.88)

nazywa si¢ rownaniem eliptycznym, za$§ obie jednoparametrowe rodziny linii (11.81)



a(x,y)-l-jﬁ(x,y) :CI
a(xy)-jB(xy)=C,
Nazywajg si¢ rodzinami urojonych charakterystyk.

3. Przypadek gdy =0

(11.89)

Wtedy rownania (11.77) sg identyczne; ich rozwigzanie zapiszemy w postaci uwiklanej
#(x,y)=C (11.90)

Ktadgc & = ¢(x, y) mamy zapewnione ¢,, =0 natomiast nie otrzymali$my z réwnan (11.77)
drugiej rodziny funkcji, liniowo niezaleznych od funkcji (11.90) pozwalajacej na
wprowadzenie takiej nowej zmiennej 77 , aby bylo a,, =0 .
Udowodnimy, ze przyjmujac jako /7 dowolng funkcje dwu zmiennych niezalezng liniowo do
#(x,y) otrzymamy a;, =0, a,, 0 .
Zauwazymy, iz z warunku

d=a,a,-a,=0
Wynika, Ze prawa strona rownosci (11.63), okreslajacej q,, , jest pelnym kwadratem

wyrazenia:

ail =ay (fx)z +2a12<(x<(y ta, (qty)2 - E[\/E{x +£\/@fy}2 =0 (11.91)

gdzie £ =%1 , w zaleznoSci od tego, czy a,, jest dodatnie (wtedy & =+1 ),, czy przeciwnie.

Gdy a,, =0 , to wobec 0 =0 réwniez a,,a,, =0 i réwnanie juz miatoby posta¢ kanoniczna.

Polt6zmy
n=g(xy) (11.92)
gdzie g jest dowolng funkcjg spetniajacg warunek
PR 229 I A (11.93)
a(xy) |& s,
wtedy

aiz =a,¢ N, +a, (E)./]y +Ey’7x) +a22<ry,7x =

:g|:\/|anx +£\/@5y}[\/|617|’7x +ela) y}

Z réwnosci (11.91) wynika, ze pierwszy czynnik po prawej stronie rownosci (11.94) jest

(11.94)

zerem, wigc niezaleznie od przyjetej funkcji 7



a, =0 (11.95)

Teza bedzie udowodniona, gdy wykazemy jeszcze, ze a,, #0 . Otoz

\ 2 2 2
ay :all(,7x) +2a,11,07, * ay, (,7y) :€|:\/|a11,7x+£ |a22|,7y:| (11.96)
Gdyby przypuscié, ze a,, =0 ton rownania (11.91) i (11.96) dalyby

& ¢

=0 11.97
,7x ,7y ( )

9(.1)
o(x.y)

Dzielgc teraz rtéwnanie, w ktorym wprowadzili$my nowe zmienne, przez a,, # 0 otrzymamy

a przeciez jakobian z zalozenia (11.93) jest r6zny od zera.

posta¢ kanoniczng réwnania

w,, rau +bu, +cu=f (11.98)
gdzie a,b,c,f sg to pewne funkcje zmiennych &i7 .
Réwnanie, ktére da si¢ sprowadzi¢ nieosobliwg transformacja do postaci (11.98) nosi nazwe

rOwnania parabolicznego, za$ jednoparametrowa rodzina funkcji (11.90) nosi nazwe rodziny

charakterystyk. Zanim zbierzemy otrzymane wyniki w jedno twierdzenie zauwazymy, ze

wyréznik (11.67) jest funkcja punktu (x,y) .

(% y) =, (% y) ay (% y) =ap (%, ) (11.99)
Wobec czego jest sens moéwic o ,,typie rownania w punkcje”. Jezeli znak wyr6znika O (x, y)

jest w pewnym zbiorze D staly, to mozna méwic¢ o ,,typie rOwnania w zbiorze”. Ze wzgledu
na cigglo$¢ wyréznika zbior D jest na ogdt obszarem lub linia, (linig jest tylko w przypadku
rOwnania parabolicznego). Bywa, Ze typ rOwnania jest staty na calej ptaszczyznie
kartezjanskiej (x, y) . Zachodzi to wtedy, gdy wspotczynniki a,,, a,,, a,, s3 state (ale nie tylko
wtedy). Zastuguje na uwage fakt, ze gdy wspolczynniki sg state to rozwigzanie rOwnania
charakterystycznego (11.74) sa liniami prostymi (rzeczywistymi lub urojonymi). Na

przykladzie réwnania Tricomiego
y—+—=0 (11.100)

Mozna zauwazyc¢, ze typ rownania moze si¢ zmienia¢ w zaleznosci od obszaru. Mianowicie

réwnanie (11.100) jest w dolne ptaszczyznie (y<0) hiperboliczne, w gérnej (y>0) — eliptyczne



, za§ w zbiorze ztozonym z punktéw osi x (y=0) — paraboliczne. Mozemy teraz wylowic
twierdzenie:
Twierdzenie
Rownanie rozniczkowe czgstkowe

ayu, +2a,u, +a,u, tbu tbu tcu=f (11.101)
o rzeczywistych i ciggtych wspotczynnikach, z ktorych nie wszystkie stojqce przy pochodnych
drugiego rzedu sq jednoczesnie zerami, jest hiperboliczne, paraboliczne lub eliptyczne, gdy
wyroznik rownania

0=a,a, -a, (11.102)

Jjest odpowiednio ujemny, rowny zeru, dodatni.



